COSTRUZIONE DELLE TAVOLE SELEZIONATE

1. Introduzione

Ai fini della determinazione delle prestazioni di un contratto assicurativo sulla vita
umana, strumento indispensabile sono le tavole demografiche di mortalita, prospetti in
cui sono raccolti gli elementi utili alla valutazione della distribuzione di probabilita
della variabile aleatoria durata di vita residua per una testa di eta x.

Spesso, nella pratica attuariale, vengono utilizzate le tavole di mortalita di popolazione,
costruite sulla base di opportune indagini demografiche condotte su popolazioni
nazionali. (es. tavole SIM (Statistica Italiana Maschile) e SIF(Statistica Italiana
Femminile) costruite dall’ISTAT sulla base dei risultati dei censimenti della
popolazione italiana).

In realta le condizioni di sopravvivenza della popolazione complessiva possono essere
considerate rappresentative di quelle sperimentate dai sottoscrittori di polizze sulla vita
solo in via approssimata. Pertanto, ai fini di garantire 1’equita del contratto di
assicurazione per entrambe le parti contraenti, si dovrebbe poter disporre di tavole di
assicurati. Tuttavia effettuare indagini sulla mortalita degli assicurati comporta notevoli
problemi metodologici, istituzionali ed organizzativi.

Uno degli aspetti piu importanti che caratterizzano le assicurazioni in caso di vita, ¢ il
fenomeno dell’autoselezione da parte degli assicurandi, le cui condizioni di salute
risultano migliori rispetto a quelle della popolazione generale. L’esperienza dimostra
che chi si assicura contro il rischio di sopravvivenza, ad una determinata eta, presenta
una mortalita per malattia inferiore rispetto a qualunque altro coetaneo. Pertanto
I’impiego delle tavole di popolazione comporta una sovrastima delle probabilita di
morte, in particolare nei primi anni di assicurazione.

Per stimare piu correttamente le probabilita di sopravvivenza delle teste assicurate, per 1
contratti di assicurazione sulla vita, e piu precisamente per le rendite vitalizie, si

costruiscono le tavole selezionate, i cui elementi sono le probabilita:
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q[x]+¢ probabilitd annua di decesso per una testa di eta x+7, avente eta x all’ingresso in
assicurazione

q;fﬂ probabilita annua, per una testa di eta x+ ¢, di decesso per causa accidentale
q:%t probabilita annua di decesso, per malattia, per una testa di eta x+t

ﬁ [x]+¢ coefficiente di riduzione della mortalita per malattia, per una testa di eta x+,
avente eta x all’ingresso in assicurazione
Le probabilita annue di decesso @+, derivanti da una tavola di popolazione, risultano

scomposte nei due addendi: ) Y
qx+t = qx+t + qx+t
Pertanto conoscendo una delle due componenti della mortalita ¢ possibile ricavare

I’altra per differenza.

2. Determinazione delle probabilita di morte per causa accidentale

Con riferimento agli anni 1998, 1999, 2000, disponendo, per ciascun anno, dei dati
relativi al numero di decessi per causa accidentale', classificati per sesso e per eta
(classi quinquennali) e alla popolazione residente al 1° gennaio, per sesso e per classi di

eta?, & possibile calcolare la frequenza di eliminazione m(i) per ciascuna classe di eta i

M(i)(1998) + M(i)(1999) + M(i)(2000)

m(i) = 0,5P(i)(1998) + 0,5P(i)(1999) +0,5P(i)(1999) + 0,5P(i)(2000) + 0,5P(i)(2000) + 0,5P(i)(2001)
dove:

M(1)(1998) ¢ il numero dei morti, per causa accidentale, dell’i-esima classe di eta
osservati nell’anno di calendario 1998.

P(1)(1998) ¢ la popolazione residente dell’i-esima classe di eta osservata al 1° gennaio
1998

0,5 P(1)(1998)+ 0,5 P(1)(1999) ¢ la popolazione residente media nel 1998 dell’i-esima

classe dieta .

" ISTAT- Annuari — Cause di morte. Il gruppo di cause considerate corrisponde al settore IX della
classificazione internazionale, codici dal n. E800 al n E999, con esclusione dei n. E950-E959 (Suicidio ed
autolesione) e dei n.E980-E989 (Lesioni non specificate se accidentali o provocate intenzionalmente)

> ISTAT — Informazioni — Popolazione - Popolazione per sesso, eta e stato civile nelle province e nei
grandi comuni — anni 1998, 1999, 2000, 2001



Tale metodologia ¢ adottata dall’ ISTAT per la determinazione delle probabilita di morte
quinquennali desunte dai dati osservazionali e conduce a risultati che non differiscono
in modo significativo da quelli che si otterrebbero adottando i criteri esatti nel calcolo

delle tavole complete. Si trova la seguente tabella:

Frequenze di eliminazione

m(i)

Classi eta
maschi femmine
0-4 0,0000513 0,0000404
5-9 0,0000339 0,0000222

10-14 0,0000716 0,0000302
15-19 0,0003636 0,0001081
20-24 0,0005451 0,0001271
25-29 0,0004444 0,0000908
30-34 0,0003413 0,0000669
35-39 0,0003061 0,0000683
40-44 0,0002914 0,0000636
45-49 0,0002894 0,0000688
50-54 0,0003065 0,0000804
55-59 0,0003465 0,0000942
60-64 0,0004041 0,0001215
65-69 0,0004825 0,0001869
70-74 0,0007344 0,0003439
75-79 0,0011892 0,0007420
80-84 0,0022873 0,0018161
85-89 0,0043655 0,0037501
90 e oltre | 0,0080589 0,0081297

Successivamente occorre disaggregare, per eta x, tali frequenze utilizzando la formula di

interpolazione lineare:

m(i+1)-m()

=m0 D )

[x—x(1)] x(1)<x<x(+1)

dove x(i) indica I’eta centrale dell’i-esima classe.

Per le eta infantili, da 0 a 5 anni compresi, i valori di m(x) sono stati calcolati
direttamente disponendo dei dati relativi al numero dei decessi e alla popolazione
residente a tali eta.

Per il calcolo degli altri valori sono state adottate le eta centrali riportate nel prospetto

seguente:



Classe eta Centro

i classe
x(i)
0-4 2,5
5-9 7,5
10-14 12,5
15-19 17,5
20-24 22,5
25-29 27,5
30-34 32,5
35-39 37,5
40-44 425
45-49 47,5
50-54 52,5
55-59 57,5
60-64 62,5
65-69 67,5
70-74 72,5
75-79 77,5
80-84 82,5
85-89 87,5
90 e oltre 100

E’ stata considerata quale eta estrema x = 110 e quindi il centro di classe dell’ultima
classe ¢ posto pari a 100.

Si ottengono 1 seguenti risultati (la tabella completa viene riportata in appendice):

m(x)
maschi femmine
0,0000801] 0,0000694
0,0000512]| 0,0000439
0,0000500{ 0,0000362
0,0000495| 0,0000386
0,0000461| 0,0000349
0,0000426] 0,0000313
0,0000391| 0,0000276
0,0000356] 0,0000240
0,0000376] 0,0000230
0,0000452| 0,0000246
0,0000528] 0,0000262
0,0000603| 0,0000278
0,0000679] 0,0000294
0,0001008] 0,0000380
0,0001592| 0,0000535
0,0002176| 0,0000691
0,0002760] 0,0000847
0,0003344| 0,0001003
0,0003818] 0,0001100
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Poiché¢ le frequenze determinate possono essere interpretate solo in misura approssimata
come i corrispondenti valori delle probabilita annue di decesso, in quanto i valori
sperimentali sono soggetti a molteplici cause di errore, occorre applicare un ulteriore

procedimento correttivo.



Per le eta infantili si assumono come probabilita teoriche quelle grezze, ossia i valori di
m(x) precedentemente trovati. Per le eta centrali, da x = 5 a x = 67, estremi esclusi, ¢
stato utilizzato un procedimento analitico, adottato dall’ISTAT per la costruzione dei
quozienti di mortalita della popolazione italiana, che consiste nella determinazione dei

parametri della parabola di 2° ordine:

Q(y):a+by+cy2 y=-2,-1,0,1,2

scelta come funzione perequatrice, che passa tra cinque quozienti grezzi consecutivi:

O(-2) = m(x-2); Q(-1) =m(x-1); Q(0) =m(x); Q1) =m(x+1); O(2) =m(x+2)

Con il metodo dei minimi quadrati si trovano i parametri a, b, c:

L, _114-5¢C
32 A = m(x-2) + m(x-1) + m(x) + m(x+1) + m(x+2)
10 B =-2m(x-2) - m(x-1) + m(x+1) + 2 m(x+2)
c= ¢ I42A C=4m(x-2) + m(x-1) + m(x+1) + 4 m(x+2)
Pertanto OWy) = —17A -3¢ + B + C-24 y2

35 100 14
Quindi per le eta centrali, maggiori di 5 e minori di 67, la probabilita di morte, per causa

accidentale, per una testa di eta x, ¢ stata trovata dall’espressione precedente con y = 0:

174-5C
35

q” =0(0) S5<x<67

ossia:

5<x<67

g = 17mE) +12[m(x = 1)+ m(x + D] - 3m(x = 2) + m(x+2)]
x 35

Per le eta senili, x>67, seguendo la procedura dell’ISTAT, ¢ stata utilizzata una funzione
perequatrice di tipo iperbolico con le seguenti caratteristiche:
- asintoto parallelo all’asse delle ascisse a distanza 3, cio¢ Logl000, che

rappresenta il valore limite della probabilita di morte, su scala logaritmica



- passaggio della curva per tre punti, individuati sperimentalmente in modo da

minimizzare la somma degli scostamenti tra dati grezzi e 1 corrispondenti teorici.

Ponendo z = Log 1000 q”,, I’equazione perequatrice scelta ¢:
(z-3) (z-ax-b)=c c#0
che ¢ un’iperbole equilatera con asintoti paralleli agli assi, di equazioni
z=3 z=ax+b
I valori dei parametri a, b, ¢ sono stati determinati imponendo il passaggio della curva
per tre punti di ascissa xj, x € x3 ¢ di ordinata z*,, z*,, z*s; e quindi risolvendo il

sistema lineare:

ax, +b+ " =z*
z* -3
ax, +b+ =z%*,
z*, -3
2
ax, +b+ =z*,
z*, -3
3

L’equazione perequatrice puo essere riscritta nella forma:

z?-(ax+b+3)z+Bax+3b-¢)=0

I1 ramo di iperbole che meglio interpola i logaritmi delle probabilita per cause
accidentali ¢ quello che corrisponde alla radice:

z

B ax+b+3_ ax+b+3
2 2

2
j —3ax-3b+c

mediante la quale calcolare la probabilita di morte per cause accidentali, per una testa di
eta x>67:

A_ 10°
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Scegliendo x; = 67, x, = 82 ¢ x3 = 95 le ordinate z*,, z*,, z*; mediante le quali far
passare la funzione interpolatrice sono:

x =67

q

z* =Log (1000 m(67))
z*, =Log(1000 m(82))

z*, = Log(1000 m(95))



Si ottengono 1 seguenti risultati:

maschi | femmine maschi | femmine
z*, -0,323618| -0,743787 a 0,070000] 0,203298
z*, 0,337965| 0,232673 b -3,450732| -8,489756
z*; 0,818327| 0,804672 c 5,194425] 21,99472
Eta q,”
X maschi | femmine
0 0,0000801| 0,0000694
1 0,0000512| 0,0000439
2 0,0000500( 0,0000362
30 0,0003929( 0,0000788
31 0,0003717| 0,0000738
32 0,0003522| 0,0000695
33 0,0003384| 0,0000672
67 0,0004747| 0,0001804
68 0,0005294| 0,0002159
69 0,0005898( 0,0002573
70 0,0006565| 0,0003052
71 0,0007299( 0,0003603
72 0,0008107| 0,0004236
109 0,0171976| 0,0170475

3. Determinazione dei coefficienti di riduzione della mortalita per

malattia

Una volta determinati i valori delle probabilita annue di decesso per cause accidentali,

occorre determinare il coefficiente di riduzione della mortalita per malattia ﬂ [x]+¢ cosi

definito, a seguito di un’approfondita analisi numerica:

ﬁ[x]+t =

ﬁ[x]+t =

0 t=0
h(t) 1<t<4 x <60
085 t>5
0 t=0
min (0,03(x - 60) + h(t);0,85) 1<t<4
0,85 t>5

x> 60



h (1)= 0,100
h (2) = 0,200
h (3)=0,333
h(4) = 0,600
h(5) = 0,850

Si riportano alcuni valori dei coefficienti di riduzione della mortalita per malattia

Coefficienti di riduzione della mortalita per malattia

Eta di ingresso della testa in assicurazione

t x<= 60 X =65 x=70 X=75 x =80 x=85
0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1 0,100 0,250 0,400 0,550 0,700 0,850
2 0,200 0,350 0,500 0,650 0,800 0,850
3 0,333 0,483 0,633 0,783 0,850 0,850
4 0,600 0,750 0,850 0,850 0,850 0,850
>=5 0,850 0,850 0,850 0,850 0,850 0,850

4. Tavole selezionate

Scegliendo quali tavole di mortalita le SIM e le SIF 2000, si calcolano 1 valori delle
probabilita annue di decesso ¢, e, sottraendovi i valori delle probabilita annue di

decesso per cause accidentali precedentemente calcolati, si trovano le probabilita annue

di decesso per malattia che riportiamo di seguito per alcuni valori di x a partire dall’eta

50: gy q," qx"
X maschi | femmine | maschi | femmine | maschi | femmine
50 0,003619| 0,002037| 0,000298| 0,000075| 0,003321( 0,001962
55 0,066007 0,06:;,01 9 0,066327 0,0&)087 0,065680 0,06é931
60 0,0.0.S.)673 0,0.0.4.1633 0,066375 0,0661 08 0,065298 0,064.1525
65 0,0.1.(.:51 39 0,0.0.%403 0,066443 0,0661 54 0,0.1.1.3696 0,06%249
70 0,0.2.%083 0,0.15787 0,066656 0,0&)305 0,0.2.6427 0,0-15482
75 0,0;1.51 35 0,0.2.:.%056 0,06% 103 0,066671 0,0;1.4.1032 0,0-25385
85 O,.1.é951 0,056.3063 0,06é863 0,06é41 9 0,1.2.6647 0,0-8.5643




A questo punto si hanno tutti gli elementi per costruire le tavole selezionate maschili e

femminili.
Tavola selezionata maschi
eta di eta
ingresso 0 1 2 3 4 5 raggiunta
[x] qx q [x+1 q xj+2 q xj+3 q q+4 q 1xj+5 x+5
50 0,000298 | 0,000669 | 0,001099 | 0,001768 | 0,003307 | 0,005155 55
51 0,000301 | 0,000702 | 0,001186 | 0,001977 | 0,003735 | 0,005740 56
55 0,000327 | 0,000970 | 0,001797 | 0,002958 | 0,005445 | 0,008279 60
56 0,000334 | 0,001070 | 0,001917 | 0,003184 | 0,005954 | 0,008928 61
60 0,000375 | 0,001391 | 0,002647 | 0,004621 | 0,008871 | 0,013785 65
61 0,000387 | 0,001860 | 0,003319 | 0,005536 | 0,010332 | 0,015316 66
65 0,000443 | 0,004828 | 0,007343 [ 0,011047 | 0,018462 | 0,023119 70
66 0,000457 | 0,005969 | 0,008804 | 0,012814 | 0,021269 | 0,025323 71
70 0,000656 | 0,012303 [ 0,016875 | 0,023588 | 0,035142 | 0,038531 75
71 0,000730 | 0,014626 | 0,019896 | 0,027630 | 0,038531 | 0,042876 76
75 0,001103 | 0,028174 | 0,036300 | 0,046884 | 0,053658 | 0,058564 80
85 0,002863 | 0,115395 | 0,123412 | 0,132192 | 0,144956 | 0,157250 90
Tavola selezionata femmine
eta di antidurata eta
ingresso 0 1 2 3 4 5 raggiunta

[x] 9 q x1+1 q x1+2 q x+3 q [xj+4 q x+5 x+5
50 0,000075 | 0,000292 | 0,000530 | 0,000875 | 0,001641 | 0,002579 55
51 0,000077 | 0,000305 | 0,000558 | 0,000948 | 0,001846 | 0,002853 56
55 0,000087 | 0,000415 | 0,000826 | 0,001402 | 0,002587 | 0,003954 60
56 0,000090 | 0,000460 | 0,000881 | 0,001481 | 0,002823 | 0,004236 61
60 0,000108 | 0,000598 | 0,001185 | 0,002118 | 0,004085 | 0,006316 65
61 0,000113 | 0,000812 | 0,001503 | 0,002527 | 0,004721 | 0,007065 66
65 0,000154 | 0,002195 | 0,003362 | 0,005079 | 0,008680 | 0,010914 70
66 0,000167 | 0,002726 | 0,004042 | 0,006018 | 0,010041 | 0,012156 71
70 0,000305 | 0,005911 | 0,008226 | 0,011664 | 0,017556 | 0,019698 75
71 0,000360 | 0,007133 | 0,009847 | 0,013821 | 0,019698 | 0,022616 76
75 0,000671 | 0,014908 | 0,019928 | 0,026493 | 0,031377 | 0,034936 80
85 0,002419 | 0,080510 | 0,089012 | 0,098775 | 0,110784 | 0,122168 90




5. Rendite vitalizie

Sulla base di un tasso di interesse tecnico i e della legge di sopravvivenza, ricavabile
dalla tavola selezionata precedentemente costruita, si calcola il premio unico, al variare

dell’eta x, per un’assicurazione di rendita vitalizia immediata unitaria posticipata.

Esso risulta pari a:

dove

w—Xx

t=

(Px] = 1:1[ Plxls

a, =, pyd+i)”

Plks =191

Annualita vitalizie

maschi femmine

Eta i=0% i=2% i=0% i=2%

50 29,28875| 21,39360| 34,06074| 24,01576
55 24,.9.%826 18,5;1230 29,;1'f'3789 21 61 108
60 20,.8.E.)939 16,'4‘\"5714 24,;3'5'3334 19,65880
65 16,.9.5852 13,'8}437 20,.5'E'3834 16,;3:.%358
70 1 3,.3;330 11 21 985 16,:?"%883 1 3,;1.(.3943
75 10,.0.6.3803 8,;é021 12,;1'%549 10,éé509
80 721 634 6,;1'4'1096 8,;3'('51 19 7,;3.%925
85 511 151 4,éé626 6,.2'4074 5,%5.1.%895
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